Societatea de Stiinte Matematice
din Romania

Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Judeteana/a Sectoarelor Municipiului Bucuresti, 2026

CLASA a V-a

Problema 1. Sebi si Raul au mers impreuna la pescuit. Fiecare dintre ei a eliberat
doi pesti dintre cei pe care i-a prins si i-a pastrat pe restul. Sebi a prins doua treimi
din numarul total de pesti prinsi, iar Raul a pastrat un sfert din numarul total de pesti
pastrati. Cati pesti a prins fiecare copil?

Problema 2. Catul impartirii numarului 2024 la ab este abb. Aflati restul acestei
impartiri.
Gazeta Matematica

Problema 3. Pentru fiecare numar natural m notam suma cifrelor sale cu s(m).

a) Aratati ca nu exista niciun numar natural n de 3 cifre pentru care s(n) si s(n + 4)
sunt multipli de 6.

b) Determinati numerele naturale p de 3 cifre pentru care s(p) si s(p+4) sunt multipli

de 7.

Problema 4. Se considera un tabel cu 4 linii si 4 coloane pe care il completam
cu numerele de la 1 la 13 astfel incat pe prima linie sa apara acelasi numar in fiecare
patratica, iar pe ultimele trei linii celelalte 12 numere.

a) Determinati valorile numarului de pe prima linie astfel Incat suma numerelor de
pe fiecare linie a tabelului sa fie aceeasi. Pentru fiecare valoare gasita construiti un tabel
corespunzator.

b) Determinati valorile numarului de pe prima linie astfel incat suma numerelor de pe
fiecare coloana a tabelului sa fie aceeasi. Pentru fiecare valoare gasita construiti un tabel
corespunzator.

Timp de lucru 3 ore.
Fiecare problema este notata cu 22,5 puncte.



Societatea de Stiinte Matematice
din Romania

Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Judeteana/a Sectoarelor Municipiului Bucuresti, 2026
CLASA a VI-a

Problema 1. Consideram multimile:
A={neN|n <1000 si n da restul 2 la impartirea cu 3},
B ={neN|n <1000 si n da restul 1 la impartirea cu 7}.
a) Care este cel mai mic element al multimii A N B?
b) Aflati numarul elementelor multimii A U B.
Gazeta Matematica

Problema 2. Determinati numarul natural prim z si numarul natural nenul y avand

. x r+1
propriectatea — = ———.
2y x+y+8

Problema 3. Triunghiul ABC este isoscel si are ZBAC' = 100°. Cercul de centru C
si raza C'A taie segmentul BC' in D, cercul de centru D si raza DB taie segmentul AB in
punctul interior E si cercul de centru D siraza DA taie segmentul AC' in punctul interior
F.

a) Aratati ca CF = DE.

b) Paralela prin punctul F' la dreapta AB taie latura BC'in M. Aratatica M D = AFE.

Problema 4. Vom numi [ente numerele naturale nenule L care au cel putin patru
divizori si, daca 1 = d; < dy < ... < d, = L sunt divizorii lui L, atunci fiecare numar din
sirul divizorilor, incepand cu al patrulea, este mai mic sau egal decat suma a trei dintre
divizorii precedenti.

a) Aratati ca 72 este un numar lent.

b) Demonstrati ca produsul oricaror doua numere lente este tot un numar lent.

Timp de lucru 3 ore.
Fiecare problema este notata cu 22,5 puncte.
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Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Judeteana/a Sectoarelor Municipiului Bucuresti, 2026

CLASA a VII-a

Problema 1. Determinati numerele reale x pentru care {x} — {2026 - z} = «.
(Notatia {a} reprezintd partea fractionarda a numarului real a.)

Problema 2. a) Aratati ca exista numere naturale nenule a si b pentru care numarul

va? + 2026 - b? este rational.
b) Care este cel mai mic numar natural nenul b pentru care exista un numar natural
a astfel ca va? + 2026 - b? sa fie numar rational?

Gazeta Matematica

Problema 3. Consideram triunghiul ABC' cu AB = AC = 2 - BC'. Perpendiculara
dusa in punctul C' pe dreapta AC' intersecteaza mediatoarea segmentului AB in punctul
D. Fie M mijlocul segmentului AD, N mijlocul segmentului AB si P intersectia dreptelor
BM si DN.

a) Demonstrati ca PC' L C'B.

b) Demonstrati ca DC' =2 - PC.

Problema 4. Consideram un triunghi dreptunghic isoscel ABC' si notam cu M mij-
locul ipotenuzei AC, cu N mijlocul segmentului CM, cu P piciorul perpendicularei din
M pe BN, cu FE piciorul perpendicularei din A pe BN si cu R piciorul perpendicularei
din M pe AE.

Aratati ca R este centrul de greutate al triunghiului ABP.

Timp de lucru 3 ore.
Fiecare problema este notata cu 22,5 puncte.
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Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Judeteana/a Sectoarelor Municipiului Bucuresti, 2026

CLASA a VIII-a

Problema 1. a) Determinati numerele reale 2 pentru care numerele z++/3 si 3224-+/3
sunt rationale.

b) Aratati ca nu exista niciun numar real y astfel incat numerele y+ V3 si 3y? +y°+/3
sa fie rationale.

Problema 2. Aritati cd numarul /(727 — y)? + (yyy — x)? este irational, oricare ar
fi cifrele distincte nenule z si y.
Gazeta Matematica

Problema 3. Fie ABCA'B'C’ o prisma triunghiulara regulata, M, N, P mijloacele
muchiilor AB, CC’, respectiv A’C" si punctul @) pe muchia BC, astfel incat AB =
18cm, AA’ = 3v/3cm si BQ = 10cm.

a) Aratati ca AB L (CMC").

b) Aratati ca dreptele M N si PQ sunt perpendiculare.

Problema 4. Un cub cu latura de lungime ¢ € R, ¢ > 0, este impartit in 297 de
cuburi, dintre care unul are latura de lungime x,  # 1, iar restul au latura de lungime 1.

a) Aratati ca £ € N.

b) Determinati valoarea numarului ¢.

Timp de lucru 3 ore.
Fiecare problema este notata cu 22,5 puncte.



Societatea de Stiinte Matematice
din Romania

Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Judeteana/a Sectoarelor Municipiului Bucuresti, 2026

CLASA a IX-a

Problema 1. Consideram numerele reale a, b, ¢ si ecuatiile 22 + 4az + (b + ¢)*> = 0,
22 + 4bx + (¢ + a)? = 0, respectiv 22 + 4cx + (a + b)? = 0.

a) Aratati ca cel putin una dintre cele trei ecuatii are solutii reale.

b) Demonstrati ca daca ecuatiile admit o solutie reald comuna atunci a = b = c.

Problema 2. Fie patrulaterul convex ABC D, punctul O de intersectie a diagonalelor
sale si G1,G9, G5 centrele de greutate ale triunghiurilor ABD, ABC, respectiv ODC.
Demonstrati ca O este centrul de greutate al triunghiului G;G2G5 daca si numai daca
ABCD este paralelogram.

Gazeta Matematica

Problema 3. Determinati numerele naturale nenule n pentru care numarul
4"+ 11
este patrat perfect.

Problema 4. Determinati sirurile (a,),>1 de numere naturale nenule care verifica
simultan urmatoarele doua conditii:

(1) i+ j divide a; + a;;

(2) a; + a; divide (i + 5)?,

pentru orice ¢, 7 numere naturale nenule.

Timp de lucru 3 ore.
Fiecare problema este notata cu 22,5 puncte.



Societatea de Stiinte Matematice
din Romania

Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Judeteana/a Sectoarelor Municipiului Bucuresti, 2026

CLASA a X-a

Problema 1. Se considera numerele reale a,b,z,y > 0, cu ab # 1, si ¢ un numar
natural nenul astfel incat

log, vx = log, \/cx + y = log,, y.

TSR v . o Y ..
a) Aratati ca daca ¢ = 1, atunci numarul = este irational.
x

-y o Yy . v . . o v
b) Demonstrati ca numarul = este rational daca si numai daca c este produsul a doua

T
numere naturale nenule consecutive.

Problema 2. Determinati functiile f : C* — C* care satisfac simultan conditiile

(1) 29) = - f(22), pentru orice 21, 2o € C*;
1

(2) f(— , pentru orice z € C*;
z

(3) Zf(2) € ( ), pentru orice z € C*.

Gazeta Matematica
Problema 3. Rezolvati in R ecuatia 2 +5-6% =3 -2 44 . 3.

Problema 4. Pentru orice multime finita A = {21, 29, ..., 2,} de numere complexe
nenule cu n > 4 elemente definim multimea:

B(A) = {zizj

1§i<j§n}

Determinati multimile A pentru care A = B(A).

Timp de lucru 3 ore.
Fiecare problema este notata cu 22,5 puncte.
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Olimpiada Nationala de Matematica
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CLASA a XlI-a
Problema 1. Fie A € M5(R) o matrice inversabila, cu proprietatea
det(A+ A7) 4+ det(A— A7) =

Aratati ca det(A + A™1) = (Tr(A))?, unde Tr(A) este suma elementelor diagonalei prin-
cipale a matricei A.

Problema 2. Fie (x,),>1 un gir de numere reale cu z1, x5 € (0, 1), pentru care
2 2
Tpt2 = Ty * Tpy1 — Ty + 17

pentru orice n € N*.
a) Aratati ca lim zi2s...2, = 0.
n—oo
b) Determinati lim /n - zi1s...2,.

n—oo .
Gazeta Matematica

Problema 3. Fie n > 2 un numar natural. Determinati toate matricele M € M,,(C)
cu proprietatea ca, daca A, B € M,,(C) astfel incat AB = M, atunci BA = M.

Problema 4. Fie f : [0,1] — R o functie continua si neconstanta. Consideram
functia ¢ : Im(f) — R definita prin

g(y) = inf{z € [0,1] ] f(x) =y}, pentru orice y € Im(f),

unde Im(f) = {f(=
mai daca exista a

Im(f) = f([0, a]).

)| x € [0,1]}. Demonstrati ca functia g este continua daca si nu-
€ 0, 1] astfel incat f este strict monotona pe intervalul [0,a] si

Timp de lucru 3 ore.
Fiecare problema este notata cu 22,5 puncte.



Societatea de Stiinte Matematice
din Romania

Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Judeteana/a Sectoarelor Municipiului Bucuresti, 2026

CLASA a XII-a

Problema 1. Fie f : R — R o functie de doua ori derivabila, cu derivata a doua
continua pe R, cu proprietatea ca

/Olf(w)d:lc:() si /le'f(x)d(%:/olazz-f(g;)dx.

a) Demonstrati ca daca g : R — R este o functie polinomiala de gradul al doilea, avand

graficul simetric in raport cu dreapta de ecuatie z = 5 atunci

[ @) gtwyaz =o.

b) Demonstrati ca exista ¢ € (0,1), astfel incat f”’(c) = 0.
Gazeta Matematica

Problema 2. a) Fie (G, ) un grup, iar f : G — G un endomorfism al sau. Aratati
ca multimea Fy = {x € G| f(z) = x} a punctelor fixe ale endomorfismului f este un
subgrup al grupului G.

b) Fien € N, cu n > 2, iar p cel mai mic divizor prim al lui n. Demonstrati ca numarul

n
m = — + 1 este cel mai mic numar natural cu proprietatea ca in orice grup finit (G,-) de

ordin n, daca pentru un endomorfism f : G — G exista un automorfism g : G — G cu
proprietatea ca multimea A = {a € G| f(a) = g(a)} are cel putin m elemente, atunci f
este un automorfism al grupului G.

Problema 3. Fie (G,-) un grup cu elementul neutru e, iar H un subgrup al sau cu
H # {e} si H # G. Daca (zy)? = yzr pentru orice x,y € G\ H, demonstrati ca:
a) 2 = y3, pentru orice x € G\ H si orice y € H;
b) Z(G) = {e}, unde Z(G) = {z € G|z-g = g- 2, Vg € G} este centrul grupului G,
format din toate elementele grupului G care comuta cu orice element al grupului G.
c) H este comutativ.

Problema 4. Fie f : [0,1] — [0, 1] o functie continua si bijectiva, cu proprietatea ca

f(z) <z, pentruorice z € (0,1).

1
Pentru n € N*, notam f, = fofo...of si I, :/ fo(z) dx.
n functii 0
a) Demonstrati ca pentru orice x € (0, 1), nh_)r{)lo fa(z) =0.
b) Determinati nh_>nolo I,.
Timp de lucru 3 ore.
Fiecare problema este notata cu 22,5 puncte.



Societatea de Stiinte Matematice
din Romania

Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Judeteana/a Sectoarelor Municipiului Bucuresti, 2026
CLASA a V-a — solutii

Punctaj din oficiu. ... ... 10 p

Problema 1. Sebi si Raul au mers impreuna la pescuit. Fiecare dintre ei a eliberat doi
pesti dintre cei pe care i-a prins si i-a pastrat pe restul. Sebi a prins doud treimi din numarul
total de pesti prinsi, iar Raul a pastrat un sfert din numarul total de pesti pastrati. Cati pesti
a prins fiecare copil?

Solutia 1. Vom folosi metoda figurativa. Reprezentam cu un segment a numarul pestilor
pastrati de Raul. Cum acestia sunt un sfert din pestii pastrati, rezulta ca Sebi a pastrat de 3

ori mai multi, adica 3 segmente ............. e 4 5p
a
Raul: |_|;|
g 2
Sebi: ——p—p— =

Deci Raul a prins a pesti si inca 2, iar Sebi a prins 3 - a pesti si inca 2. Pe de alta parte, Sebi
a prins doua treimi din numarul de pesti prinsi, iar Raul o treime, deci Sebi a prins de doua ori

mai multi pesti decat Raul..........o. 6p
Din reprezentarea grafica rezultd ci a+a=a+2,asadara =2........................ 6p
In concluzie, Raul a prins 2 + 2 = 4 pesti, iar Sebi a prins 4-2 =8 pesti................ 6p

Solutia 2. Notam cu a numarul pestilor pastrati de Raul.
Atunci Raul a prins @ + 2 pesti. ... 4,5p
Cum Raul are un sfert din numarul de pesti pastrati, rezulta ca Sebi a pastrat 3a pesti. 3p

Sebi a prins doua treimi din numarul de pesti prinsi, adica 2a +4 pesti ................ 3p
Obtinem 3a+2=2a+4,deundea =2 ...... .. ... i 6p
In concluzie, Raul a prins 2 4+ 2 = 4 pesti, iar Sebi a prins 4-2 =8 pesti................ 6p

Problema 2. Catul impartirii numarului 2024 la ab este abb. Aflati restul acestei impartiri.
Gazeta Matematicd

Solutie. 2024 = ab - abb + 7, unde 7 < Qb . ....... it 4,5p
Pentru ab > 15, obtinem 2024 > ab” 10 > 152 - 10 = 2250, nu se poate. Asadar ab poate fi
10, 11, 12, 13 SaU 14 oot e e 3p
Analizand fiecare din cele 5 situatii in parte, obtinem ab = 14 si 2024 = 14 - 144 + 8, deci
restul cautat este 8. ... .. 15p

Observatie. Pentru fiecare situatie analizata se acorda céite 3 puncte.



Problema 3. Pentru fiecare numar natural m notam suma cifrelor sale cu s(m).

a) Aratati ca nu exista niciun numéar natural n de 3 cifre pentru care s(n) si s(n + 4) sunt
multipli de 6.

b) Determinati numerele naturale p de 3 cifre pentru care s(p) si s(p+4) sunt multipli de 7.

Solutie. a) Fie n = abc astfel incit a + b+ ¢ = Mg. Efectudm o analizd pe cazuri pentru a
arata ca, In niciunul dintre cazuri, s(n 4+ 4) nu poate fi multiplu de 6:

(i) daca ¢ < 5, atunci s(n +4) =s(n) +4= Mg+ 4,deci s(n+4) # Mg....cocoviiiiii.. .. 3p
ii) daca ¢ >6si b <9, atunci s(n+4) =a+b+1+c—6= Mg+ 1, deci s(n+4) # Ms .. 3p

(
(iii) dacad ¢ > 6,b=9,a < 9, atunci s(n+4) =(a+ 1)+ (b—9)+ (c—6) = Mg +4 # Mg .. 3p
(

iv) dacd ¢ > 6,a = b =9, cum s(n):6 rezultd ci n = 996, deci n +4 = 1000 # M. ...... 1,5p
b) Fie p = abc astfel incat a + b + ¢ = M7. Analizam cazurile:

(i) daca ¢ < 6, atunci s(p+4) =s(p) +4=Mr+4F My ..o 3p
(ii) daca ¢ >6sib <9, atunci s(p+4) =a+b+14+c—6=M;+2FM7................. 3p
(iii) dacd ¢ > 6,b=9si a <9, atunci s(p+4) =a+14+b—9+c—6 = s(p) — 14 = My pentru
orice p cu s(p) = M7, de unde obtinem ca p poate fi 399, 498, 597 sau 696 ................. 3p
(iv) daca ¢ > 6,a = b = 9, atunci p poate lua valorile 699, 799, 899 sau 999, insa niciunul dintre
aceste numere nu are proprietatea ca s(p) = M7 ..ot 3p

Problema 4. Se considera un tabel cu 4 linii si 4 coloane pe care il completam cu numerele
de la 1 la 13 astfel incat pe prima linie sa apara acelasi numar in fiecare patratica, iar pe ultimele
trei linii celelalte 12 numere.

a) Determinati valorile numarului de pe prima linie astfel incat suma numerelor de pe fiecare
linie a tabelului sa fie aceeasi. Pentru fiecare valoare gasita construiti un tabel corespunzator.

b) Determinati valorile numarului de pe prima linie astfel incat suma numerelor de pe fiecare
coloana a tabelului sa fie aceeasi. Pentru fiecare valoare gasita construiti un tabel corespunzator.

Solutie. a) Notam numarul scris pe prima linie cu z. Atunci suma numerelor de pe prima
linie este egala cu 4 - z, iar suma numerelor scrise In toate cele 16 patratele va fi egala cu
14+2+...4 13+ 3x. Obtinem egalitatea 16 - z = 91 + 3 - z, de unde rezulta ca x = 7....4,5p

Un exemplu de tabel este:

TLT| T
1311410
51816109
3 12|11 | 2
........................................................................................ 6p
b) Notam cu S suma numerelor de pe fiecare coloana a tabelului. Atunci 9143 -2 =4- S,
de unde obtinem ca x poate fiegal cu 3,7 sau 11..... . .. i 3p
3133 |3 TLT| T 11 (11 11|11
13 (12 |11 | 10 13 (12|11 |10 13712110 9
6 |9 |7 5181619 6 | 5|8 |7
1 4 | 2|5 3 114 ] 2 1 312 |4
Pentru fiecare exemplu corect de tabel se acorda cate 3 puncte .............. ... ... . ..., Ip



Societatea de Stiinte Matematice
din Roméania

Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Judeteana/a Sectoarelor Municipiului Bucuresti, 2026
CLASA a VI-a — solutii

Punctaj din oficiu . ... ..o 10 p

Problema 1. Consideram multimile:
A ={neN|n <1000 si n da restul 2 la impartirea cu 3},
B ={n €N |n <1000 si n da restul 1 la impartirea cu 7}.
a) Care este cel mai mic element al multimii A N B?
b) Aflati numarul elementelor multimii A U B.

Solutie. a) A =1{2,5,8,...} si B={1,8,15,...}, deci numarul cerut este m =8 ...... 4,5p
b) Elementele multimii A sunt de forma n = 3m+2, cu m € N. Din conditia 3m+2 < 1000,
obtinem m < 332, deci m ia valorile 0,1,2,...,332. Rezulta ca A are 333 de elemente...... 3p
Elementele multimii B sunt de forma n = 7p + 1, cu p € N. Din conditia 7p + 1 < 1000,
obtinem p < 142, deci p ia valorile 0,1,2,...,142. Rezulta card B=143................... 3p
Daca x € AN B, atunci x < 1000 si z — 8 este divizibil cu 3 si cu 7, deci cu 21.......... 3p
Reciproc, daca 21 | z — 8 si < 1000, atunci  — 8 este divizibil cu 3 si cu 7, deci = da la
impartirea cu 3 si cu 7 aceleasi resturi ca 8, asadar x € ANB............... . ... 3p

Reiese ca © = 21k + 8 < 1000, k € N, deci 0 < k < 47, iar AN B are 48 de elemente .... 3p
Numarul elementelor multimii A U B se obtine adunand numarul elementelor multimii A cu
numarul elementelor multimii B si scazand numarul elementelor comune. Rezulta ca AU B are
428 de elemente . . ... e 3p

Problema 2. Determinati numarul natural prim z si numarul natural nenul y avand pro-

. x z+1
prietatea — = ————.
2y z+y+38
Solutie. Relatia din enunt se scrie sub forma z (x +y +8) =2y(z + 1), (*)........... 1,5p
Rezulta ca x divide produsul 2y - (z + 1). Cum numarul = este prim, inseamna ca = divide
2, x divide y sau & divide & 4 L. .. oo 3p
In primul caz obtinem & =2 81 4y =5 ... e 6p
In al doilea caz, fie y = dz, unde d este un numér natural nenul. Inlocuind in (%), deducem
dupa calcule ca z + 8 = d (x + 2). Este evident ca nu putem avea d =1.................... 3p

Atunci z 4+ 8 > 2(x + 2), prin urmare z < 4. Cum x este prim, inseamna ca x € {2, 3}.

1
Daca x = 2, atunci d = 3 ¢ N. Daca x = 3, atunci d = = ¢ N. Asadar, nu obtinem solutii in

ACESE GOz vttt 3p
In cel de-al treilea caz, din x | 2 4+ 1 rezulti c& z | (z + 1) — z, asadar | 1. Cum z este
prim, nu obtinem solutii nici In acest caz ...... ... 6p
Solutie alternativd. Relatia din enunt se scrie sub forma 22 + 8z = y(z +2) .......... 4,5p
Rezultd ca z + 2 divide 2* + 8z, prin urmare z + 2 divide (2* + 8z) — z (z +2) = 6z...6p
In continuare, z + 2 divide 6(z+2)—6r =12, e 6p
Cum z este numar natural prim, singura valoare admisibila este z =2.................. 3p
Pentru o = 2, din relatia 22 + 8z =y (z +2) obtinem y =5 ... 3p

Nota. Perechile (z,y) de numere naturale (cu y nenul) avand proprietatea din enunt sunt
(1,3), (2,5), (4,8) si (10,15).



Problema 3. Triunghiul ABC este isoscel si are ZBAC = 100°. Cercul de centru C' si
raza C A taie segmentul BC in D, cercul de centru D si raza DB taie segmentul AB in punctul
interior E si cercul de centru D si raza DA taie segmentul AC' in punctul interior F'.

a) Aratati ca CF = DE.

b) Paralela prin punctul F' la dreapta AB taie latura BC' in M. Aratati ca M D = AE.

C Solutie. a) Aratam ca ABDA = ACFD, (1)........ 1,5p
In triunghiul ABC avem ZABC = ZACB =40°....... 3p
In triunghiul isoscel CAD avem ZCAD = /ZCDA =

180° — LACD
r M — = 0 3p
D Reiese /DAB = ZCAB — ZCAD = 30°, ZADB = 180° —

ZDAB — /DBA =110°, ZCFD = 180° — ZAFD = 110° . 3p
Astfel DA = DF, /BDA = ZCFD si ZABD = ZFCD

A E B deci, conform cazului de congruentd LUU, afirmatia (1) este
demonstrata ........... i 3p

b) Din FM || AB rezulta ZCFM = ZCAB = 100°. Astfel ZDFM = Z/DFC — ZMFC =
L0 e 3p
In triunghiul isoscel DEB avem /DEB = ZDBA = 40°, de unde ZEDB = 100°, deci
LADE = ZADB — ZEDB = 10°. . ..ottt et e e 3p
Deoarece ZMFD = ZEDA, FD = DA si, din congruenta (1), ZMDF = ZEAD, obtinem
AMFD = AEDA (ULU), deunde MD = AE ... .ot 3p

Problema 4. Vom numi lente numerele naturale nenule L care au cel putin patru divizori si,
daca 1 =d; <dy < ... <d, = L sunt divizorii lui L, atunci fiecare numar din sirul divizorilor,
incepand cu al patrulea, este mai mic sau egal decat suma a trei dintre divizorii precedenti.

a) Aratati ca 72 este un numar lent.

b) Demonstrati ca produsul oricaror doua numere lente este tot un numar lent.

Solutie. a) Divizorii lui 72 sunt 1 <2 <3<4<6<8<9<12<18 <24 <36 < 72, iar

4<14243,6<243+4,8<3+44+6,etC...cuiiiiiiiiii 4,5p
b) Fie M si N doua numere lente. Atunci orice divizor al lui M N este de forma mn, unde
M| M OST I | N 3p

Daca m nu este unul dintre cei mai mici trei divizori ai lui M, atunci m < m1 + mg + ms,
unde m; < mo < mg < m sunt divizori ai lui M. Reiese mn < min + mson + mgn, iar
min < men < msan < mn sunt divizori ai lui M N. Analog, dacd n nu este unul dintre cei mai
mici trei divizori ai lui N. Astfel, in acest caz, mn este mai mic sau egal decat suma a trei
divizori ai numarului M N care il preced ... ... ... i 6p

Pentru cazurile ramase, observam ca un numar lent L este divizibil cu 6. In caz contrar,

daca 2 t L, atunci divizorii precedenti lui L sunt cel mult deci au suma cel mult

L L L
35 T

1 1 1 L L L
L<§ + 5 + ?) < L, iar daca 31 L, atunci divizorii precedenti lui L sunt cel mult 21T deci
1 1 1
au suma cel mult L(§ + 1 + 5) L 6p

Rezulta ca raman de analizat cazurile m,n € {1,2,3}, deci mn € {1,2,3,4,6,9}. Daca
mn < 3 atunci mn este unul dintre primii trei termeni ai sirului divizorilor, daca mn € {4,6}
atuncimn < 1+2+3,iardacamn =9, atunci mn <24+34+6......cciiiiiiiiiiii.. 3p
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Problema 1. Determinati numerele reale x pentru care {x} — {2026 - 2} = x.
(Notatia {a} reprezinta partea fractionard a numdrului real a.)

Solugie. Stim ca& © = [z] +{Z} ... 1,5p
Ecuatia data se reduce la —{20262} = [z]. Dar 0 < {2026z} < 1, deci —1 < —{2026x} <0,
Pe CANA [Z] € Z. oo 6p
Deducem ca solutiile ecuatiei date sunt numerele reale care verifica egalitatile [z] = 0 si
{2026 ) = 0 .o 3p
De aici reiese ca, pe de-o parte 2026x € Z, pe de alta parte 0 <z < 1. ................. 6p

k k
Atunci 2026x = k € Z implica t = ——, k € Z, iar 0 < x < 1 revine la 0 < 2026 < 1, deci

2026’
lake€{0,1,2 2025}. Conchide a Itime lutiilor este < 0 L
a . . Conc ca a so or es ..

, 1,200, nchidem ca multim utiilor , , ey

Problema 2. a) Aritati cd existd numere naturale nenule a si b pentru care va? + 2026 - b?
este numar rational.
b) Care este cel mai mic numar natural nenul b pentru care exista un numar natural a astfel

ca va? + 2026 - b? sa fie numar rational?

Gazeta Matematica

Solutie. a) Un exemplu de pereche (a,b) de numere naturale nenule care indeplinegte
conditiile din enunt este (2025,2). Intr-adevir, 20252 + 2026 - 22 = 20252 + 4 - 2025 + 4 =

(2025 + 2)% = 20272, deci v/20252 +2026 - 22 = 2027 € Q. ...\ttt 6p
b) Vom ardta ca b = 2 este numarul cerut ........... ... 3p
Asga cum am vazut, pentru b = 2 exista un a convenabil, gi anume a = 2025. ........... 3p

Ramane sa mai aratam ca pentru b = 1 nu exista un a convenabil.

Conditia ca v/a? 4 2026b? si fie numir rational este echivalenta cu a? 4 2026b% s fie patrat
DT O . o 1,5p

Presupunand ci ar exista ¢ € N pentru care a® + 2026 = ¢?, ar trebui ca a si ¢ sa fie de
aceeasi paritate. Dar in acest caz ¢? — a®? = (¢ — a)(c + a) ar fi multiplu de 4, in vreme ce 2026
nu este multiplu de 4. Contradictia obtinuta aratd ca pentru b = 1 nu existd un a convenabil,
deci cel mai mic numar b cu proprietatea din enunt este b=2. ............ ... ... ... 9p

Problema 3. Consideram triunghiul ABC cu AB = AC = Aq
2 - BC. Perpendiculara dusa in punctul C pe dreapta AC' in-
tersecteaza mediatoarea segmentului AB in punctul D. Fie M
mijlocul segmentului AD, N mijlocul segmentului AB si P in-
tersectia dreptelor BM si DN.

a) Demonstrati ca PC L CB.

b) Demonstrati ca DC =2 - PC.

Solutie. a) Ne propunem sa aratdm cda ABPN = ABPC ...,
Pentru aceasta observam ca CM = %AD = NM, ca mediane in triunghiurile dreptunghice
ACD si AND. Rezulta astfel ABNM = BCM (LLL), deci ZNBM = /ZCBM ............ 6p




Deducem ABPN = ABPC (LUL), deci ZPCB =ZPNB =90°.......c..cccciiiuii... 6p
DC _ AC'

b) Aratam ca ADCP ~ AACB, (1), ceea ce implica P - CB 2. 3p
Avem /PCD = 90° — /PCA = LZACB si Z/DPC = 180° — ZNPC = 180° — (360° —
/ZPNB — /ZPCB — ZNBC) = ZNBC, ceea ce dovedeste relatia (1) ....................... 6p

Problema 4. Consideram un triunghi dreptunghic isoscel ABC si notam cu M mijlocul
ipotenuzei AC, cu N mijlocul segmentului CM, cu P piciorul perpendicularei din M pe BN,
cu E piciorul perpendicularei din A pe BN si cu R piciorul perpendicularei din M pe AE.

Aratati ca R este centrul de greutate al triunghiului ABP.

Solugie. Avem AC=2-AM =4-CN ................ 1,5p A D
D MR | BN AR _AM 2 3 T
eoarece ) AVEI —m = e S g P

Astfel, pentru a obtine concluzia, este suficient sa aratam ca
AF este mediana in triunghiul ABP. Cum AE 1 BN, pro-

prietatea precedenta se reduce la a dovedi ca E este mijlocul M
segmentului BP ... 3p R N T
Construim patratul ABCD si consideram punctele U =
AENBC, T = BNNCD. Atunci ATNC ~ ABNA (TFA), P
AB AN & S
deci T = NC — 3. Apoi /BAU =90° — /TBA = /TBC si B U S C

obtinem ABAU = ACBT (CU), de unde BC = 3BU, (1)..6p
Din AU || MS si AC = 2AM reiese ca M S este linie mijlocie in triunghiul CAU, de unde

O = SU oo 6p
Folosind (1) reiese ca BU = US = SC, ceea ce arata ca EU este linie mijlocie In triunghiul
BSP, deci E este mijlocul segmentului BP . ... i 3p

Alta solutie. Ca mai sus, este suficient sa aratam ca E este
mijlocul segmentului BP....................... 1,54+ 3 + 3p
Construim CD 1 BN, D € BN. Atunci ZABE = 90° —
/ZDBC = £ZBCD, deci AABE = ABCD (IU), de unde reiese

Apoi AMPN = ACDN (1U), deci CD =MP......... 3p
Avem /MBP = 90° — ZBMP = ZPMN, de unde reiese

ABMP ~ AMNP ..o 3p

, BP BM  MC
Obtinem =UN - MN - 2, de unde BP = 2MP =

2C'D = 2BF, deci F este mijlocul segmentului BP ......... 3p

Alta solutie. Ca mai sus, aratam ca E este mijlocul segmentului BP ....... 1,56 +3 4+ 3p

1 1
Fie X mijlocul segmentului BM. Atunci AB = BC, BX = §BM = §CM = CN si
LZABX =45° = ZBCN, deci AAXB=ABNC (LUL)....oooiiiii i 6p

Rezultda ZABE+/BAX = ZABE+/CBN = 90°, deci AX L BP, ceea ce arata cd punctul
X se afla pe AE. Cum X este mijlocul segmentului BM si XE || M P, reiese ca X E este linie
mijlocie in triunghiul BPM, deci E este mijlocul segmentului BP ......................... 9p
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Problema 1. a) Determinati numerele reale x pentru care numerele x + V3 si 322 + V3
sunt rationale.

b) Aritati ca nu exista niciun numar real y astfel incat numerele y 4 /3 si 3y% + 4> + /3 sa
fie rationale.

Solutie. a) Din = + V3=aeQrezulti z =a— V3 si astfel 322 +v/3 =3(a —V3)? +V3 =

B2 9 F VB (1= 6a) oo 3p
Numarul 322 + v/3 este rational daci si numai daci 1 — 6a = 0, adic a = % cQ. ...... 3p
Exista, asadar, un singur numar real care verifica enuntul, anume x = % V3B 1,5p
b) Presupunem ci existi y ERcuy+vV3=a€Qsi 3> +4°+V3=0€Q. .......... 3p
Deducem céy:a—\/gsi astfel b = S(a—\/§)2+(a—\/§)3+\/§:3a2+9+\/§-(1—

6a)+a3 —3a*V34+9%a—-3vV3=a>+3a>+9a+9+V3- (—3a2—6a—2) €EQ. oo 6p

€Q
-3+3

Rezulta 3a% 4+ 6a + 2 = 0, de unde a = ¢ Q, deci presupunerea este falsa. ....6p

3

Problema 2. Aritati cd numarul \/(Z2Z — y)? + (yyy — x)? este irational, oricare ar fi
cifrele distincte nenule z si y.
Gazeta Matematica
Solutie. Notdm A = (777 — y)? + (yyy — x)?. Ardtdm ci A nu este patrat perfect.
La impartirea unui patrat perfect la 11 se poate obtine restul 0, 1, 3, 4, 5 sau 9, (%) ....6p
Avem (777 —y)? = (11lz —y)? = (110z + 2 —y)? = (M + 2 —y)> = M+ (z —y)? ..... 3p
Analog, (777 — )? = M + (y — 2)°, deci A = (777 — y)* + (Jg7 — v)? = M +2(z —y)* 3p

Din (*) rezulta cd A € {M].].u My + 2, My +6, My +7, M1+ 8, M1 + 10} ........... 6p
Cum x # y, rezulta cd A # M1, deci prin impartirea lui A la 11 se pot obtine doar resturile
2, 6, 7, 8 sau 10, iar din () rezultd cd A nu este patrat perfect .................. .. .. ..., 3p
Ca urmare, VA = \/(Z2T — y)2 + (g7 — )2 €ER\Q. ..o 1,5p

Problema 3. Fie ABCA'B'C’ o prisma triunghiulara regulata, M, N, P mijloacele muchi-
ilor AB, CC', respectiv A’C’ si punctul @ pe muchia BC, astfel incat AB = 18 cm, AA’ = 3v/3
cm si BQ = 10 cm.

a) Aradtati ca AB L (CMC(C").

b) Aratati ca dreptele M N si PQ sunt perpendiculare.



Solutie. a) Cum triunghiul ABC este echilateral si M este mijlocul lui AB, obtinem CM L
AB. Din C'C L (ABC), AB C (ABC), deducem C'C" L. AB si cum CM,CC’ sunt drepte
concurente din planul (CMC”), deducem AB L (CMC"). ..o, 6p

b) Fie P’ mijlocul lui B'C’, M’ mijlocul lui A’B’, C'M' n PP' = {5'}, QQ' || AB, Q' pe
muchia AC' si CM NQQ' = {S}.

Cum PQ C (QP'P), este suficient sa aratam ca M N L (QP'P). Din AB 1 (CMC’), avem
AB 1 NM si cum QQ' || AB, obtinem MN L QQ'. ... ..o, 3p

Vom arata ca S’ L M N si pentru aceasta, ca patrulaterul M SN S’ este ortodiagonal. Cum
NC" = NC si S'C' = M'S', avem: MS? + S'N? = SN2 + MS"? & MS? + 5'C? + C'N? =
SC?2 4+ NC? + MM"”? + M'S? & MS? =SC? + MM, ... .. 6p

Dar CM — ABQ\/§ MS BQ MS 10

:9\/§cm§i CM—Bcéﬁ:EéMS:&/gcm,deunde

SC = 4y/3 cm si cum MM’ = 3v/3 cm, avem MS? = SC? + MM”? < (5v/3)% = (4v/3)2 +
(3v/3)?, relatie adevarata. Obtinem, astfel, ca patrulaterul MSNS’ este ortodiagonal, deci
MN 1 S8 sicum MN L QQ', rezultd MN L (PP'Q) ...ooiiii i 6p

Asadar, MIN L PQ). .. 1,5p

Problema 4. Un cub cu latura de lungime ¢ € R, £ > 0, este impartit in 297 de cuburi,
dintre care unul are latura de lungime x, x # 1, si restul au latura de lungime 1.

a) Aratati ca £ € N.

b) Determinati valoarea numarului ¢.

Solutie. a) Cuburile in care este impartit cubul cu latura ¢ au fetele paralele cu fetele acestuia.
Fie d o dreapta care intersecteaza cubul mare, paralela cu o muchie a cubului, care nu
intersecteaza cubul de latura z, atunci d va intersecta cubul mare dupa un segment M N = ¢ si
a,a € N*, cuburide latura 1 ,deci £ =a-1 € N*. ... i 6p



b) Considerand o dreaptd d’ paraleld cu o muchie a cubului mare, care intersecteaza cubul

de latura z, atunci{ =z + k-1, ke Nsideaicix e N*. .. .. ... ... iii. 3p
Egaland volumele, obtinem (3 = 2% 4+ 296 < (¢ — z) ((* + (- z + z*) = 2% - 37, unde {,z €
N L o e 3p

Pentru x = 2, obtinem ¢3 = 304, care nu are solutii naturale, deoarece 63 = 216 < 304 <
343 =73, deci x > 3. Dacd £ —x >4 = 296 = (3 — 2% > (v +4)3 — 23 = 1222 + 482 + 64 > 296

pentru z > 3, deci nu avem SOIUtIE. .. ...ttt e 3p
Deci { —x |23-37sil—2<3=(—-xc{l,2}. Daci{—z=1= (z+1)> =2+ 296 =
322 + 32 = 295 care nu are solutii In N. ... ... i 3p
Dacd { —x =2 = (z+2)% = 23 + 296 & 62° + 120 = 288 & 2% + 22 = 48 & (z + 1)% = 49,
deci =6, de Unde £ = 8. ... . 4,5p
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Problema 1. Consideram numerele reale a, b, ¢ si ecuatiile 22 4 4az + (b +¢)? = 0,
2?2 4+ 4bx + (¢ + a)? = 0, respectiv 2 + 4cx + (a + b)? = 0.

a) Aratati ca cel putin una dintre cele trei ecuatii are solutii reale.

b) Demonstrati ca daca ecuatiile admit o solutie reala comuna atunci a = b = c..

Solutie. a) Presupunem prin absurd ca toate cele trei ecuatii nu au solutii reale. Atunci toti
cei trei discriminanti sunt negativi,

16a* — 4(b+¢)* < 0, 166> — 4(c+a)* < 0, 16¢* — 4(a +b)? < 0.

...................................................................................... 1,5p
Prin simplificare cu 4 si adunarea celor trei inegalitati deducem
4a? + 40 + 42 — (b+¢)? —(c+a)? —(a+b)? <0
........................................................................................ 3p
Astfel
4a® + 40 + 4c* — (b? + 2be + ¢2) — (4 2ca + a?) — (a* + 2ab+b?) < 0
deci

2a% + 2b% + 2¢2 — 2bc — 2ca — 2ab < 0.

........................................................................................ 3p

In concluzie
(a® — 2ab + b*) + (b* — 2bc + ) + (c* — 2ca + a®) < 0 deci (@ — b)* + (b — ¢)? + (c — a)* < 0,

ceea ce constituie o contradictie.
Asadar cel putin o ecuatie are solutii reale........ ... . ... i 6p
b) Fie x solutia reala comuna a celor trei ecuatii. Prin adunarea celor trei egalitati obtinem

323 + 4(a + b+ c)zo + 2(a* + b* + ¢ + ab + be + ca) = 0.

Prin urmare ecuatia de gradul doi corespunzatoare are discriminantul nenegativ, adica

16(a + b+ c)? — 24(a® + b* + % + ab+ be + ca) > 0.



Problema 2. Fie patrulaterul convex ABC D, punctul O de intersectie a diagonalelor sale si
G1, Gs, Gg centrele de greutate ale triunghiurilor ABD, ABC), respectiv ODC. Demonstrati ca
O este centrul de greutate al triunghiului G;G2G35 daca si numai daca ABC D este paralelogram.

Gazeta Matematica

Solutie.

Daca O este centrul de greutate al triunghiului G1G2G3 atunci OG1 + OGs + OG3 = O

Cum G1,Go,G3 sunt centrele de greutate ale triunghiurilor ABD, ABC, respectiv ODC,
folosind relatia lui Leibniz, egalitatea de mai sus devine:

%((ﬁw(ﬁ OD) + 0A+(E5+0? (513+(%):

prin urmare

OA+OB+0C+0D=10.

— —
Vectorii OA,(% sunt coliniari deci existd a € R astfel incat O? = aOA. Analog exista
8 € R astfel incat 013 = BO?, deci obtinem:

(1+)OA+(1+8)0B=T1.

—
Deoarece OA si O? sunt necoliniari, ultima egalitate este echivalentd cu 1+a =1+ =0,
adica o = 8 = —1, ceea ce Inseamna ca O este mijlocul segmentelor AC' si BD, deci ABCD
este paralelogram.

1
g(O?jto?) si atunci OG1 + 0G5+ 0G3 = OA+O?+O?+O?)
de greutate al triunghiului G1G2G3.

Problema 3. Determinati numerele naturale nenule n pentru care numarul
4" 2 411

este patrat perfect.

Solutie.
Din ipoteza rezulta ca existd k € N astfel incat k2 = 4"~ +n? 4 11 > 4771,



Prin urmare, k > 2™ b 3p

Atunci k> 2771 4+ 1, deci 47! +n? 4+ 11 > (21 4+ 1)2, de unde rezulta ca n? + 10 > 2",

Pe de alti parte, prin inductie matematica se demonstreaza imediat ci 2" > n? +10,Vn > 6.
Intr-adevar, 26 > 62 + 10 si presupunand ci 2" > n? 4 10 pentru un numir natural oarecare
n > 6, avem 2" = 2.2 > 2(n% +10) > (n + 1)% + 10.

........................................................................................ 6p
Prin urmare, din n? + 10 > 2" rezultd cad n € {1,2,3,4,5}. «..ooiiiiiiiiiiii . 3p
In final, observim c& singurul numar care verifica ipoteza este n =3. ........... . ..., 3p

Problema 4. Determinati sirurile (ay)n>1 de numere naturale nenule care verifica simultan
urmatoarele doua conditii:
(1) i+ j divide a; + ay;
(2) a; + a; divide (i + j)?,
pentru orice ¢, 5 numere naturale nenule.

Solutie. Vom arata ca a; = 1 pentru orice ¢ > 1. Evident, acest sir satisface ipoteza.

Pentru i = j in relatiile din enunt obtinem 4 | a; | 2i2 (*) pentru orice i > 1. Pentru i = 1
deducem a1 € {1, 2}, oo 3p

Pentru i = 2 avem ag € {2,4,8}. Pentru i = 1, j = 2 obtinem 3|a; + a2|9. Singurele posi-
bilitati sunt a; =1, ag =2 sau a; =1, ao = 8. In ambele cazuri,a; =1. .................. 3p

Din (*) obtinem 3|a3|18 deci a3 € {3,6,9, 18} iar din enunt, pentru i = 2 si j = 3 deducem
5|ag + a3|25. Daca ay = 8 atunci 5 nu divide ag + a3, deciag =2. ...l 3p

Fie acum 7 > 3. Din (*) deducem ca exista un sir (b,),>1 de numere naturale nenule cu
a; = ib; si b;|2i pentru orice i > 3. Pentru j = 1 in relatiile din enunt, avem 4 + 1[ib; + 1|(i + 1)2.
Dar i + 1]ib; + b; si prin scadere, i 4+ 1]b; — 1. oo 6p

Daca prin absurd b; > 1, din relatia de mai sus obtinem b; —1 > i+ 1 <= b; > i+ 2, dar cum
b;|2i, deducem b; = 2i. De aici avem 14242|(1+4)2, deci 142i+42 > 1+42i? <= 2i > 2 <= 2>
ceea ce constituie o contradictie pentru i > 3.

In concluzie b; = 1 deci a; = i pentruorice 7 > 1. ... 6p

Observatie. Conditia (1) din ipoteza nu este necesara. Se poate ardta prin inductie ca
a; = i pentru orice ¢ > 1 folosind doar conditia (2) si Postulatul lui Bertrand.
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Problema 1. Se considera numerele reale a,b,z,y > 0, cu ab # 1, gi ¢ un numar natural

nenul astfel incat
log, v = logy vcx +y = log,, y.

ST o . o Yy ..
a) Aratati ca daca ¢ = 1, atunci numarul = este irational.
x

.o v Yy . o . . . v
b) Demonstrati cd numéarul = este rational daca gi numai daca ¢ este produsul a douad numere
x

naturale nenule consecutive.

Solutie. Egalitatile din enunt conduc la:

1 1
—log, x = 3 logy(cz +y) = log,p y-

2
......................................................................................... 1.5p
Fie 2 = $1og, & = $10g,(cZ 4 §) = 10805 Y« vvenvieneii i 3p
De aici obtinem:
x=a*, cr+y=>0" y=(ab)*
........................................................................................... 3p
De aici obtinem ca ¥ = (g)z sict+ = (2)22. ......................................... 3p
Notand ¢t = £, obtinem ca acesta este solutia pozitiva a ecuatiei t2—t—c=0.
........................................................................................ 3p
De aici obtinem ca ¥ = Wﬁ' ...................................................... 3p
a) Pentru ¢ = 1 avem % = 1+2\/5, care este irational. ...... ... ... .. il 3p
b) £ = Hfm € Q& V1+4ceQ,iar cum c € N*, avem /1 + 4c € Q & 1+4c = (2d+1)?
Soce=d(d+ 1), cud € N . 3p

Problema 2. Determinati functiile f : C* — C* care satisfac simultan conditiile

(21) - f(22), pentru orice z1, z9 € C*;

S
), pentru orice z € C*;



Gazeta Matematicd

Solutie: Din conditia (1) pentru 21 = 2o = 1 obtinem f(1) = f2(1). .................. 1.5p
Deoarece 1- f(1) > 0, obtinem ca f(1) = 1. ...t e 3p
Apoi, pentru z; = 2 §i 29 = % avem 1 = f(1) = f(2)f (%), pentru orice z € C*. ......... 3p
Atunci, din conditia (2), avem f(z) = f(lz , pentruorice z€ C*, ...... ... 3p
iar din conditia(3) avem Z f(z) = 2z f(z) = f(zz), pentru orice z € C*........ ... ... L 3p

Deci avem (f(2))* = £ = \27227 adica

f(z) € {:I:‘;} , pentru orice z € C*.
........................................................................................... 3p
Cum Z f(z) > 0, obtinem
z : ,
f(z) = m, pentru orice z € C*,
........................................................................................... 3p
functie care verifica conditiile date. .......... ... 3p

Z

B verifica conduce la

Nota: Lipsa verificarii solutiei sau macar a mentionarii ca functia f(z) =
neacordarea ultimelor 3 puncte din barem.
Problema 3. Rezolvati in R ecuatia 2456 =3 -2% +4 - 3*.

Solutie. Vom demonstra ca solutiile sunt 1 =0sgiao =—1. ... ... i 3p
Rescriem ecuatia din enunt, astfel:

5.(6°—3" —2°+1)+2(2° —1)+3° -1 =0,

...................................................................................... 1.5p
care poate fi factorizata astfel:

53 =12 —1)+2(2*-1)+3"—1=
........................................................................................ 3p
Observam ca x1 = 0 este solutie si ca pentru x > 0 avem

53 = 1)(2* - 1) +2(2* -1)+ 3" - 1> 0,

deci ecuatia nu poate avea solugii In (0, 00). ..o uvu vttt e 3p
Pentru x < 0 putem rescrie ecuatia sub forma:
2 1
5 —

1—-3%  1-—27
........................................................................................ 3p
Functia f: (—00,0) = R, f(x) = ﬁ + L= este strict crescitoare pe (—oc, 0)
........................................................................................ 3p



Deoarece x9 = —1 verifica ecuatia data, aceasta este singura solutie din intervalul (—oo,0).
........................................................................................ 3p
Problema 4. Pentru orice multime finitd A = {z1, 22, ..., 2} de numere complexe nenule

cu n > 4 elemente definim multimea:
B(A):{zizj ‘ 1§i<j§n}.

Determinati multimile A pentru care A = B(A).

Solutie. Vom demonstra ca multimile cautate sunt multimile radacinilor de ordinul n ale

UNIEALIL, 1.6, A = Upe et 1.5p

Fara a pierde generalitatea presupunem ca 0 < |z1]| < |z2] < -+ < |z,].

Deoarece z,z € A, avem |z,zk| < |25/, adica |zx| < 1, pentru k € {1,2,...,n—1}. Deoarece
21z € A, avem |z1z;| > |z1|, adica |zx| > 1, pentru k € {2,3,...,n}. Asadar, |z;| = 1, pentru
S T e 1 3p

Daca |zp| > 1, atunci |zxz,| > 1, pentru orice k € {2,...,n — 1}, deci zxz, = 2, (toate
celelalte elemente din A avand modulul cel mult 1), adica zp = 1, pentru k € {2,...,n — 1}.
Dar, cum n > 4, acest lucru este imposibil, deoarece z; # z; pentru i # j. Asadar, |z,| = 1.

........................................................................................ 3p

In mod analog, obtinem c |21| = 1, deci toate elementele din A au modulul egal cu 1.

........................................................................................ 3p

Fie 0, = arg(z). Fara a pierde generalitatea, presupunem ca 0 < 67 < g < --- < 6, < 2.
Problema este echivalentd acum cu: pentru orice i # j € {1,2,...,n}, exista k € {1,2,...,n}
astfel incat 6; + 0; = 0, modulo 27. Avem 0, < 0,, + 01 < 27 + 01, deci 0, = 0, + 61, adica
01 = 0, deCi 1 € A. oo 3p

In plus, 6,, < 0y, + 0y < 27 + 05, deci 0, + 02 = 27 + 6, = 27, adici 6, = 27 — 6. Apoi avem
O3 <O3+0y <0440y <--- <0+ 0y=2m,
deci avem n — 2 argumente cuprinse intre 03 si 27, deci 0 + 602 = 041, pentru k € {3,...,n—1}.

Mai intai avem 6,, = (n — 3)f2 + 03, iar din 6 + 6,, = 27, avem (n — 2)0 + 03 = 27 (1).
Pe de alta parte, 2r =27 + 601 = 0,, + 02 < 0, + 03 < 27w + 03, deci 0, + 03 = 2w + 65, adica
205 + (n — 4)05 = 27 (2).

Din (1) si (2) avem 03 = 265, deci 0, = (k — 1)02, iar cum 6, + 6,, = 27, avem 0, = @,
Ee{2,3,...,n},adicd A =Up. .ot 3p

Mai trebuie demonstrat ca toate aceste multimi verifica egalitatea din enunt. Fie g, =
COS%T7r + 7 sin %TW’ k € {0,1,...,n — 1}, elementele lui A. Pe de-o parte, produsul a doua
radacini de ordinul n ale unitatii este radacina de ordinul n a unitatii. Apoi avem €, = ¢y - &g,
pentru k € {1,2,...,n — 1}, respectiv 9 = 16,1, ceea ce Incheie demonstratia.

........................................................................................ 3p

Nota 1: Pentru simpla mentionare a solutiei A = U, se acorda 1.5 puncte.
Nota 2: Pentru mentionarea solutiei A = U, i verificarea acesteia, fara alte considerente, se
acorda 4.5 puncte.
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Punctaj din oficiu. ........ .. 10p

Problema 1. Fie A € M3(R) o matrice inversabild, cu proprietatea
det(A+ A7Y) +det(A—- A1) =4.

Aratati ca det(A + A7) = (Tr(A))?, unde Tr(A) este suma elementelor diagonalei principale a
matricei A.

Solutie. Fie A = < ch Z o matrice cu proprietatile din enunt. Notam D = det(A).
Cum matricea A € M3(R) este inversabila, D € R*. ... .. . o 1,5p
1 d —b
.. . -1 _ L
Inversa matricei A este: A~ = i) ( e a ) ............................................ 3p
1
Determinantul inversei matricei A este: det(A™!) = 1 AR R AL e R LR ERERRERRERRERRERLE 3p

Prin calcul direct, sau utilizand identitatea

det(X +Y) +det(X —Y) = 2(det(X) + det(Y)), VX, Y € Ma(R),

1
obtinem det(A + A™') 4 det(A — A7) =2 (D + D) ...................................... 9p
1
Conform ipotezei, 2 <D + D) =4, deunde D = 1..... . 3p
. —1\ __ | @ +d 0 o 2 2
Atunci det(A+ A7) = 0 a+d ‘—(a—i—d) =Tro(A) 3p

Problema 2. Fie (z,)n>1 un gir de numere reale cu xy, z2 € (0, 1), pentru care
Tn42 = To - Tni1 — To + 1,
pentru orice n € N*.
a) Aratati ca lim zjxo...x, =0.
n—oo

b) Determinati lim /n-z12s...2,.

n—oo L

Gazeta Matematica

Solutie.
a) Demonstram prin inductie proprietatea

€ (0,1), Vn € N*. (1)



x1,x2 € (0,1), conform definitiei girului. Presupunem c&, pentru un numar natural nenul n, avem
zp € (0,1), Vk € {1,2,...,n + 1}. Conform relatiei de recurenti, x,1o = 1 — 22(1 — 7,41).
Cum z,,, Tpy1 € (0,1), avem 22(1 — 2,41) € (0,1), de unde obtinem z,,42 € (0,1).

Astfel, proprietatea (1) este probata pe baza principiului al II-lea al inductiei matematice.

............................................................................................ 3p
Atunci 1 — 240 = 22(1 — p41) < 1 — 2pyq. Prin urmare, 2,11 < Tny2, VR € N*. ..., 3p
Rezulta ca sirul (xy,)n>2, strict crescator si marginit superior de 1, este convergent........ 1,5p

Atunci sirul (z,,)n>1 este de asemenea convergent. Notam ¢ = lim z, € (0,1]. Trecand la
- n—oo

limit# in relagia de recurenti, obtinem ¢ = ¢3 — (2 + 1. Rezultd (¢ — 1)2(¢/ + 1) = 0, de unde

¢=1.In concluzie, M T, = L. oo 3p
n—oo

. . 9 1—xz .
Din relatia de recurenta deducem x% = ﬂ, Vk € N*. Atunci

1 -2k
l—2z3 1—-2 1—-=z 1—x
ol a2 = 2. o nt? _ "2 Ve N (2)
1—.7,‘2 1—$3 1_33'n+1 1—1’2
. R .
Avem lim z%z3...22 = lim — T2 0. Rezultd lim T1x2. .. Ty =0 i 3p
n—00 n—oo 1 — x9 n—00

1—
b) Conform (2), avem na?x3...z2 = W, Vn € N*. Pentru calculul limitei sirului

Yn =n(l — xp12), n > 1, vom aplica Teorema Stolz-Cesaro...............ooviiiiiiiiia.. 3p

Astfel, utilizand relatia de recurenta, obtinem
1) — 1— 1—
lim y, = lim (1n+ ) ? — lim ( wn+2)( Tn43) _

n—o00 n—o0 — n—o0 €T —
1_17n+3 1_$n+2 ’Vl+3 TL+2

n=00 (1 = pi2)(1+ Znt1)(1 = Tpy1)  nooo l4zpp 2

Rezultd Lim /1 - B1Z9 ... T = e o e et 6p
n—o0

Problema 3. Fie n > 2 un numar natural. Determinati toate matricele M € M, (C) cu
proprietatea ca, daca A, B € M,,(C) astfel incat AB = M, atunci BA = M.

Solutie. Fie A € C*. Daca matricele A, B € M,,(C) au proprietatea AB = A\I,, atunci A si

1
XB ....................................................... 1,5p

1
Rezulta ()\B A = 1I,, deci BA = A\I,. Prim urmare, matricele AI,, cu A € C*, satisfac pro-

B sunt inversabile, cu A7! =

prietatea din enunt. ... ..o 6p
Presupunem c& matricea M = (my;)i j=1,2,..n € Mpu(C) are proprietatea din enunt.
Fie A € M, (C) o matrice inversabild. Definim B = A~'M. Atunci AB = M, deci BA = M.
Obtinem A™'MA = M, de unde MA = AM. Prin urmare, M comuti cu orice matrice in-
VETSADILA. . . 3p
Fie E; € M,(C) matricea avand elementul situat pe pozitia (1,7) egal cu 1 si iar restul ele-
. 9, j=1
mentelor egale cu 0, pentru fiecare j € {1,2,...,n}. Avem det(I,+E;) = { 1 jefa. . n)

2



Rezulta ca matricea I, 4+ E; este inversabila. Atunci (I,+E;)M = M(I,,+Ej), de unde obtinem

E;M = ME;, j =1,2,---,n. Matricea E;M are prima linie egald cu (mj; mjo -+ mjy) si
mii
. .o . . . v m21 .
restul liniilor nule, iar matricea M E; are coloana j egala cu . si restul coloanelor nule.
mMn1
Rezulta mj, =0, Vj € {1,2,...,n}, YEe{1,2,....,n}\{j} simj; =mn, Vje{1,2,...,n}.
Prin urmare, M este o matrice diagonala de forma M = Al,,, cu A€ C. ................... 9p

Matricea nula (cazul A = 0) nu satisface proprietatea din enunt. Astfel, ExEy = O,. dar
E\Ey = Ey # On.
In concluzie, matricele M cu proprietatea din enunt sunt de forma Al,, cu A € C*. ..... 3p

Problema 4. Fie f : [0,1] — R o functie continua si neconstanta. Consideram functia
g : Im(f) — R definita prin

g(y) = inf{z € [0,1]| f(z) =y}, pentru orice y € Im(f),

unde Im(f) = {f(z)| x € [0,1]}. Demonstrati ca functia g este continua daca si numai daca
existd a € (0,1] astfel incat f este strict monotona pe intervalul [0, a] si Im(f) = f([0, a]).

Solutie. Pentru y € Im(f), multimea {x € [0,1]| f(z) = y} este nevida si marginita, deci
admite margine inferioara (infimum). In plus, existd un sir (Zn)n>1, cu termenii in [0, 1], astfel
ca lim z, = g(y) si f(zn) =y, Vn € N*. Cum f este continua, f(g(y)) = lim f(x,) = y.

n—oo n—oo
Astfel, f(g(y)) =y, Yy eIm(f). (1) .eninini e 3p

1) Presupunem ca exista a € (0, 1] astfel incat functia f este strict monotona pe intervalul
0,a] i Tm(f) = ([0,a]).

Pe baza ipotezei si proprietatii lui Darboux a functiei continue f, obtinem f([0,a]) = [f(0), f(a)],
daca f este strict crescatoare pe [0,a], sau f([0,a]) = [f(a), f(0)], daca f este strict
descrescatoare pe [0, a]. . .....oi i 1.5p
Definim functiile f, : [0,a] — f([0,a]), cu fo(z) = f(z), pentru oricare x € [0,al, si
ga : f([0,a]) — [0,a], ga(y) = g(y) € [0,a], pentru oricare y € f([0,a]) = Im(f). Conform
(1), (fao9a)(y) = f(9(y)) = y, pentru oricare y € f([0,a]). Functia fq : [0,a] — f([0,q]) este
bijectiva si fq 0 go = idy(0,a)) Rezultd g, = fol. Atunci g, este continui, ca inversa functiei
continue f,. Deducem ca g este CONtINUA. ...... ..ottt 6p
2) Reciproc, presupunem ca functia g este continua.
Intrucat f este continui si neconstantd pe [0, 1], exista «, B € [0,1], cu f(a) < f(5) astfel incat
Im(f) = [f(«@), f(B)] (conform Teoremei lui Weierstrass si proprietatii lui Darboux)......... 3p
Similar, cum g este presupusa continua, g(Im(f)) = [b,al, cu 0 < b < a < 1. (Cazul a = b este
exclus, deoarece f este neconstanta.) Cum g(f(0)) = 0, rezulta ca 0 € Im(g) = [b, a, deci b = 0.
Astfel, Im(g) = [0,a], cu 0 < a <1, iar Im(f) = f([0,a])....oooeen 3p
Din (1) rezultd ca g este injectiva. Cum g este continua, deducem ca g este strict monotona.
Atunci functia g, : Im(f) — [0, a], definita prin g,(y) = g(y), Yy € Im(f), este bijectiva. ... 3p
Conform (1), functia f, : [0,a] — f([0,a]), definita prin f,(z) = f(z), V2 € [0, a], este inversa
functiei g,. Cum inversa unei functii strict monotone este tot o functie strict monotona, functia
fa este strict monotona. Rezultd ca f este strict monotona pe [0,a]. ..ot 3p
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CLASA a XII-a — solutii

Punctaj din oficiu. ... ... 10 p

Problema 1. Fie f: R — R o functie de doud ori derivabila, cu derivata a doua continud
1 1 1
pe R, cu proprietatea ca / flz)de =0 i / z- f(z)de = / 22 f(z)dx.
0 0 0
a) Demonstrati ca daca g : R — R este o functie polinomiala de gradul al doilea, avind graficul
1

1
simetric in raport cu dreapta de ecualie v = 3 atunci / f(z)-g(z)dx=0.
0

b) Demonstrati ca exista ¢ € (0,1), astfel incat f”(c) = 0.
Gazeta Matematica

Solutie. a) Axa de simetrie a graficului unei functii de gradul al doilea este dreapta verticala
care trece prin varful parabolei asociate. ....... ... ... . 1,5p
Prin urmare, functiile de gradul al doilea g : R — R, care au graficul simetric in raport cu

dreapta de ecuatie x = 3 sunt de forma:

1\2
(x)=a- (x2> +d=a-(m27x)+b,cua,b,d€]R,a;é(),b:d+%. ............... 3p

1 1 1
2. p— . . . =
/f dm—a/ox f(z)dx a/ox f(x)dz+0b / flx)de=0. ............ 3p

b) f” fiind o functie continua, functia h : R — R, h(z) = f"(z) - (2% — )? este continua, deci
este Integrabila. ..o e 3p

/ f(x) - (2 — ) de = f'(z) - (2 — x)? / fl(x)-22® —z)- (20 —1)de =
1 1
:O—Qf(ax)-(:nQ—:L")-(2m—1))0+2-/ (@) (22 — 1) +2(a? — 2)) de =
—0+2/f 6(z2 — z) + 1) dz.

Conform punctului a), pentru a = 6 si b = 1, se obtine / f"(z) - (z* —2)?de=0......... 6p
0
Rezulti ca exista ¢ € (0,1) astfel incat f(c) - (2 —¢)2 =0 .vviiiiiiiiiiiiii . 3p



Cum (¢ — ¢)? =% (¢ — 1)% # 0, pentru orice ¢ € (0,1), rezultd ca f(c) =0............... 3p

Observatie: In situatia in care un concurent observa ca una dintre functiile fi, fo : R — R,
fi(x) =0, fa(xr) = a(2z — 1) (a € R*) are proprietatea din enunt, fara sa rezolve problema,
primesgte cate 1,5 puncte pentru fiecare dintre aceste doua exemple. Punctele astfel obtinute nu
se cumuleaza cu cele alocate rezolvarilor partiale sau complete ale problemei.

Problema 2. a) Fie (G,) un grup, iar f : G — G un endomorfism al sau. Ardtati ca
multimea Fy = {x € G| f(x) = x} a punctelor fizxe ale endomorfismului f este un subgrup al
grupului G.

n
b) Fien € N, cun > 2, iar p cel mai mic divizor prim al lui n. Ardtati ca numarul m = —+1
p
este cel mai mic numar natural cu proprietatea ca in orice grup finit (G,-) de ordin n, daca pen-

tru un endomorfism f : G — G exista un automorfism g : G — G cu proprietatea ca mulfimea
A ={a € G| f(a) =g(a)} are cel putin m elemente, atunci f este un automorfism al grupului G.

Solutie.
a) Fie e elementul neutru al grupului G. Deoarece (f(e))? = f(e?) = f(e), rezulta ca f(e) = e,
decie € Fpsl Fr# (. oo 1,5p

Pentru orice z,y € Fy avem

fl@y ™) =f@) - (fy) " =z-y ',

asadar -yl € F 'r. Prin urmare, Fy este un subgrup al grupului G........................ 6p
b) Vom aréta ca orice endomorfism al unui grup finit de ordin n care coincide cu un automorfism
al grupului in cel putin m puncte este egal cu acel automorfism (deci este un automorfism).
Fie (G,-) un grup de ordin n si End(G), respectiv Aut(G), multimea tuturor endomorfismelor,
respectiv multimea tuturor automorfismelor sale. Fie f € End(G) un endomorfism cu propri-
etatea cd existd un automorfism g € Aut(G) astfel incat multimea A = {a € G| f(a) = g(a)}
contine cel putin m elemente.

¢ fiind un automorfism, este un endomorfism bijectiv, iar functia sa inversa g~
un automorfism al grupulul G....... ... e 3p
Fiind compunere de endomorfisme, functia h = g~! o f este un endomorfism al grupului G, iar
multimea punctelor sale fixe este

F ={a € G|h(a) = a} = {a € Glg7"(f(a)) = a} = {a € G| f(a) = g(a)} = A,

I este de asemenea

Din a), Fj, este un subgrup al grupului G si are cel putin m elemente. Conform teoremei lui

Lagrange, ordinul oricarui subgrup al unui grup finit este un divizor al ordinului grupului. Cum

n n n

— este cel mai mare divizor al lui n, mai mic strict decat n, deoarece |Fp| > m = —+1> — si
p p

p

|Fp,| divide |G| = n, rezultd ca |Fy| =n = |G|, asadar Fj, =G. ... 3p
Prin urmare, f(a) = g(a) pentru orice element a € G, deci f = g € Aut(G). Asadar f este un
automorfism al grupulul G. ......... i 3p

Fie G = Zy x Zy, unde q = " Pentru grupul (G, +), alegem f : G — G, f(z,y) = (x,0),
p



oricare ar fi (x,y) € Zq X Zj,. Functia f este un endomorfism al unui grup de ordin n, cu pro-
n

prietatea ca multimea A = {(z,y) € G| f(z,y) = idg(z,y)} are ¢ = — = m — 1 elemente (prin
p

id am notat automorfismul identic al grupului G), dar f nu este un automorfism al grupului
G. Prin urmare, m este cel mai mic numar cu proprietatea din enunt....................... 3p

Problema 3. Fie (G,-) un grup cu elementul neutru e, iar H un subgrup al sau cu H # {e}
si H # G. Dacd (zy)? = yx pentru orice x,y € G\ H, demonstrati cd:
a) 22 =93, pentru orice x € G\ H si oricey € H;
b) Z(G) = {e}:
c) H este comutativ.
(Z(G) =4{z€ G|lz-g=g-2z Vg € G} este centrul grupului G, format din toate elementele
grupului G care comutd cu orice element al grupului G.)

Solutie.
a) Pentru x =y € G\ H, relatia din ipoteza devine 2* = 22 de unde obtinem ca 2% = e, pentru
orice £ € G\ H. (1) oot 3p
Fiex € G\ H si y € H. Deoarece H este subgrup al lui G, avem xy € G\ H. ........... 1,5p
Rezultd atunci ca: g2 @ (22y)? = (2(2y))? = (XY)T = ZYT, - oo 3p
deci y3 = zyxy = (zy)? @ e @ B 3p
b) Pentru orice x € G\ H siy € H \ {e}, din a) rezultd ca vy = (vy) ' =v’v #yx. ....... 3p
Prin urmare, niciun element € G \ H si niciun element y € H \ {e} nu se afla in Z(G) si, in
consecingd, Z(G) = {€} ..ot 3p
¢) Oricare ar i x € G\ H si h € H, din (zh)? = e rezultid c& xhx = h~! deci h =zh~tz (%)
............................................................................................ 3p
Pentru orice hy,hy € H si z € G\ H avem atunci:
hihy © @ (hihg) ™ & = ohy'hy'e = whya?h e = (chy'e) (while) 2 hohy,

asadar H este COmMULAtIV. ... ... i e et 3p

Observatie: Subgrupul H este, in conditiile problemei, un subgrup normal al grupului G, iar
aplicatia de inversare fiind un automorfism al grupului H, ca restrictie la H a oricarui automor-
fism interior al lui G indus de un element oarecare x € G \ H, grupul H este comutativ. Orice
solutie care arata acest lucru va primi complet punctajul de 6p aferent subpunctului c).

Problema 4. Fie f:[0,1] — [0,1] o functie continud si bijectiva, cu proprietatea ca
f(z) <z, pentru orice x € (0,1).
1
Pentrun € N*, notim f,=fofo...of si I :/ fn(x) de.
—_—
n functii 0

a) Demonstrati ca pentru orice x € (0, 1), li_>m fn(x) =0.
n—oo

b) Determinati lim I,,.
n—oo



Solutie.
a) Deoarece f este continua, trecand la limita, cand z — 0, din inegalitatea din enunt obtinem

0< f(0) = lir% F(2) <O, dect f(O) =0, oot 1,5p
r—r

Functia f este continua si injectiva, deci este strict monotona. Deoarece f(0) = 0, rezulta ca f

este StriCt CresCatoare. ... .. ... i i 3p

Fie z € (0,1). Din f(z) < z rezultd inductiv ca 0 < fr+1(z) = f(fu(z)) < fu(x), Vn € N*.
Deoarece sirul (f,(z)),; este strict descrescator i marginit, exista a(z) = lim f,(x) € [0,1).
= n—oo

Folosind continuitatea functiei f rezulta ca
a@) = Tim_ fusr(@) = lim f(fa(@) = f (lim fu(@)) = fla(@)),
asadar a(x) = 0, adica le fa(x) =0, oricare ar i z € (0,1). ..., 3p

b) Fie ¢ € (0,1). Pentru orice n € N*, fiind compunere de functii bijective strict crescatoare,
functia f,, este bijectiva si strict crescatoare, cu fr, (1) =1. ... 3p
Obtinem ca

l1—e 1

0<I,= fn(x)d$+ fn(x)d‘rg(1_5)'fn(1_€)+5'fn(1):(1_5)'fn(1_€)+€'
0 1—e
............................................................................................ 6p
Cum 1 —¢ € (0,1), conform a) obtinem ca li_}m fn(1 —¢) =0, astfel ca
n—oo
0 <liminf I, <limsupl, <e¢.
............................................................................................ 3p
Cum ¢ € (0,1) a fost oarecare, rezultd ca lim [,, = 0. ....... ... ..., 3p

n—oo

Observatie: In limbaj de integrabilitate Lebesgue (teorie neelementard), enuntul este o consecinta
a teoremei convergentei dominate (care nu are o demonstratie elementara). Concurentilor care
invoca teoreme de teoria masurii, pentru a rezolva punctul b) al problemei, li se va acorda punc-
tajul doar in cazul in care enunta corect aceste teoreme si verifica daca sunt indeplinite toate
conditiile pentru aplicarea lor.



